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IV-2 水理学の基礎(2)ʷベルヌーイの定理の誘導・応用、乱流条件でのエネルギー消費の

評価、攪拌槽の G 値とフロック強度の推定 

 

 

「Ⅳ 水理学の基礎としてのナビエ＝ストークスの運動方程式の誘導とフロック状粒子

に作用する力の解析（流体力学・水理学の基礎（Ⅰ）（2020.12.20））」においては、水の微

小直方体（流体粒子）に作用する力と変形の関係を流体力学の体系の導入部として説明して

きた。また、この微小直方体に働く力の関係は、完全流体においてはオイラーの運動方程式

として、ニュートン流体（粘性流体）に対してはナビエ＝ストークスの運動方程式として示

されることを説明してきた。そして、その微小直方体へ働く力を流体中に浮遊する固形物粒

子に作用する力として、評価する方法について具体的なプロセスを示してきた。 

本稿においては、オイラーの運動方程式、ナビエ＝ストークスの運動方程式との関係にお

いて、パイプの中の流れにおけるエネルギー保存あるいは消散の評価方法を示し、その応用

としての攪拌槽等におけるエネルギー損失（消散）の評価について説明する。併せて、フロ

ック等に作用する力の評価法とフロック強度の推定方法についての解析例を示す。 

また本稿では、水理学の教科書の主要テーマであるベルヌーイの定理の誘導を解説する

が、ベルヌーイの定理の誘導の詳細については、日野幹雄「明解水理学」（丸善、1983 年）

を参照されたい。本稿においては、オイラーの運動方程式、ナビエ＝ストークスの運動方程

式とベルヌーイの定理の関係に特に注意して、その説明をしていく。 

 

1.1 運動方程式、エネルギー保存則とベルヌーイの定理 

物体の運動を解析する手段としては、物体に働く力の釣り合いを示す運動方程式、物体の

運動にかかわるエネルギー保存則と運動量保存則が使われる。このことは、質点の運動にお

いても、流体の運動においても同様である。流体運動の解析において使われる運動方程式は、

前述のように完全流体にかかわるオイラーの運動方程式と粘性流体にかかわるナビエ＝ス

トークスの運動方程式となるが、エネルギー保存則と運動量保存則は、前記運動方程式の加

速度項に現われる非線形項の存在により、一般的には直接的な解析的手法はない。 

しかし、完全流体、渦なしの流れ、流線に沿う流れ、あるいは定常な流れといった流体運

動の条件を特定することによって、エネルギー保存則となるベルヌーイの定理を求めるこ

とができる。流線に沿う流れの解析にあっては、質点の力学とのアナロジーから想定される

運動のエネルギーと位置のエネルギーの概念が流体の運動においても想定されることにな

る。流線の定義は、図２-１に示されるが、質点の力学に準じて、微小流体粒子の運動を流

線に沿う質点の運動のアナロジーから、エネルギー方程式が式(2-1),(2-2)として示される。

この質点の運動とのアナロジーによる方法は、オイラーの運動方程式をベースとするベル

ヌーイの定理とは異なる誘導方法となることは注意が必要である。 

完全流体の流線に沿う運動のエネルギー保存則は、質点の力学における式(2-1)に示され
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るエネルギー保存則のアナロジーとして、ベルヌーイの定理が式（2-2）、(2-3）として求め

られる。流体運動においては、位置のエネルギーと併せて流体圧のエネルギーが加わること

になる点は注意が必要である 

・質点の運動に対して： m௩మ

ଶ
（運動のエネルギー）+ mgz（位置のエネルギー）= E（一定）   

(2-1) 

・流線に沿う流体の運動に対して：
ρ୴మ

ଶ
（運動のエネルギー）+ ρgz（位置のエネルギー）

+ p（圧力のエネルギー） = E  (一定)   (2-2) 

・単位重量（ρg）当たりのエネルギーの表示： ୴మ

ଶｇ
 + z +

୮

ρｇ
= H   (一定)   (2-3) 

但し、m : 質点の質量、 ρ：流体の密度 

   v： 質点の速度、 v：流線に接する速度 

   g：重力の加速度、  

p：流体の受ける流体圧（流体圧にかかわるエネルギーとして表示している）  

z：重力に直交する基準面から重力の方向と逆向きに取った位置の高さ、  

E：エネルギーの次元を持つ定数 

H：水頭あるいは比エネルギーと呼ばれ、⾧さの次元を持つエネルギーの表現 

  

流線は、完全流体が運動している場合に、ある瞬間において各点における接線の方向が速

度ベクトルの方向と同じとなるように形成される曲線として定義される。一方、一つの微小

流体粒子の運動の軌跡を記録した曲線は流跡線と呼ばれる。流れが定常な流れのときには、

流線と流跡線は同一の曲線となる。水理学の分野では、完全流体の渦なしの定常流を出発点

として、解析を進めることになるので、流線を対象とした解析が基本となる。流線は流速に

接する流れを示すものなので、流線を横切る流れは生じないことになり、流線はあたかも流

体を閉じ込める固体のような働きを持つことになる。何本かの流線を束ねた管状の流線群

は流管と呼ばれ、固体壁に囲まれた、パイプの中の流れのような流れを表すことになる。（但

し、水のような粘性流体においては、固体壁においては流速はゼロになるので、流管の定義

からは外れることになるが、管路等の中の平均流の運動を考えるときは、管路を流管として

扱うことになる。完全流体においては、流管の管壁も流速を持つものとなる。）流線、流跡

線、流管は、図-2-1 に示される。 
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図-2ʷ1 流線、流管、流跡線の図（林泰造「基礎水理学」（鹿島出版会、1996 年）） 

 

1.2 オイラーの運動方程式から求めるベルヌーイの定理 

 式(2-3)に示したベルヌーイの定理は、質点の力学からのアナロジーとして求めているが、

完全流体の運動を想定したオイラーの運動方程式をベースとし、単位時間当たりの流線に

沿う仕事量から誘導されるエネルギー保存則は次の【参考１】のように求められる。 

 

【参考１】オイラーの運動方程式からのエネルギー保存則の誘導（誘導過程は本間仁「水理

学」（丸善、1967）によっている） 

流線の方程式は式(2-4）のように示される。 

  ௗ௫

୳
 = ୢ୷

୴
=

ୢ

୵
      (２-4)    

この流線に沿った完全流体の渦なし流れでは、式-６（流体力学・水理学Ⅰ）の右辺第２

項に示した、渦度の成分はゼロとなるので、流速（u,v,w）に対して式（２-5）の関係が示さ

れ、速度ポテンシャルの存在を仮定することができる。 

 
𝜕 ௩

𝜕௫
 =   

𝜕 ௨

𝜕௬
,   𝜕 ௪

𝜕௬
 =   

𝜕 
௩

𝜕௭
 ,  𝜕 ௨

𝜕௭
 =   

𝜕 ௪

𝜕௫
     (2-5)   

このとき、速度（u,v,w）は速度ポテンシャル（φ）による関数として式（2-6）のように表

すことができる。 

              u =  
∂ φ

∂୶
,   v =   

∂ ఝ

∂୷
,        w =  

∂ ఝ

∂
    （2-6）  

また、オイラーの運動方程式おける外部から働く質量力としては、ポテンシャル（Ω）を

持つ量として重力場と流体圧の作用を考え、これらの力が単位時間に流線に沿って V の速

度で移動するとき、その微小流体に作用する仕事率は、外力に流線に沿う速度 V を掛けた

ものとして表すことができる。質量力として働く重力の働く方向の反対方向をｚ軸のプラ

スの方向とするとき、Fx、Fy、Fz はΩの関数として、式(2-7)のように示される。 

  Fx = − 
∂Ω

∂୶
= 0,      Fy =  −  

∂Ω

∂୷
= 0,         Fz =  − 

∂Ω

∂
 = -g   (2-7) 

このとき以前に、流体力学・水理学Ⅰにおいて式(19-1)、（19-2）、（19-3）に示さしたオイ

ラーの運動方程式は、式(2-8-1)、(2-8-2)、(2-8-3)と書き換えることができる。 
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𝜕మ

ఝ

𝜕௧𝜕௫
 ＋ u

𝜕 ௨

𝜕௫
 +  v 

𝜕 ௩

𝜕௫
 +  w 

𝜕 ௪ 

𝜕௫
 =  − 

∂Ω

∂୶
− (
１

ρ
 )(

𝜕

𝜕௫
)     (2-8-1) 

    
𝜕మ

ఝ

𝜕௧𝜕௬
  + u

𝜕 ௨

𝜕௬
 +  v 

𝜕 ௩

𝜕௬
 +  w 

𝜕 ௪ 

𝜕௬
 =  − 

∂Ω

∂୷
− (
１

ρ
)(

𝜕

𝜕௬
)     (2-8-2) 

    
𝜕మ

ఝ

𝜕௧𝜕௭
  + u

𝜕 ௨

𝜕௭
 +  v 

𝜕 ௩

𝜕௭
 +  w 

𝜕 ௪ 

𝜕௭
 = − 

∂Ω

∂
− (
１

ρ
 )(

𝜕

𝜕௭
)     (2-8-3) 

ここで、オイラーの運動方程式に示される微小流体に作用する力による仕事量を流線の方

向に ds（dx, dy, dz）を取るなら、単位時間に微小流体が行う仕事量は、微小流体に働く力

に単位時間に動く距離（dx=uδt, dy=vδt, dz=wδt）を乗じたものの３方向の和として示

される。 

  さらに、式(2-8-1～3)の両辺に、それぞれ、dx、dy、dz を乗じて足し合わせ、非圧縮性

の流体の定常的で等温的な条件を併せると式(2-9)と示すことができる。 

    d(
∂ φ

∂୲
) + d ቀ

௨మ

ଶ
 + 

௩మ

ଶ
 + 

୵మ 

ଶ
ቁ +  dΩ +

ୢ୮ 

ρ
 =   0   (2-9) 

式(2-9)の各項は全微分の形であるので、積分ができて、さらに定常運動の条件を考慮すれ

ば、式(2-10)として求めることができる。 

    మ

ଶ
+  z +

୮ 

ρ
 =   H     (2-10) 

ただし、q2 = u2 + v2 + w2（ここで q2 は流線上の点の流線方向の流速の２乗となる） 

 

このように式(2-2)、(2-3)に示したベルヌーイの定理は、完全流体を想定しており、粘性の

影響による摩擦損失が無いので、エネルギーは保全されることになっている。運動のエネル

ギー、位置のエネルギー、圧力のエネルギーの総和は流線方向において、一定の値（H）を

維持することになる。 

 

1.3 ニュートン流体におけるエネルギー損失の表示 

一方、粘性の働くニュートン流体を想定する運動に対しては、ナビエ＝ストークスの運動

方程式をベースとして、層流条件においては粘性応力による摩擦損失を考え、乱流条件にお

いては、固体壁近傍に形成される粘性の効果の大きな領域（粘性低層）、レイノズル応力に

相当する流速変動の中にエネルギー損失を考えることが必要となる。このようなエネルギ

ー損失は、運動のエネルギーを熱エネルギーとして消散することになり、熱エネルギーに変

化したエネルギーは機械的なエネルギーに戻ることはなく、機械的なエネルギーは失われ

ていくことになり、損失エネルギーと呼ばれる。このようなエネルギー損失を組み込んだベ

ルヌーイの関係式は１次元の管路におけるエネルギー収支を示す関係として式(2-3)、式(2-

10)に準じて式(2-11)のように表すことができる。 
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・粘性流体における拡張されたベルヌーイの定理： ୢ

ୢ୶
ቆ

୴మ

ଶｇ
 + z +

୮

ρｇ
ቇ = −

ୢ୦୪

ୢ୶
   (2-11) 

 但し、ｖ：断面平均流速、 

hl：流れ方向の流下距離に比例する損失エネルギーであり、流下距離を l とすると

き、式(2-12)として表記され。dhl/dx はエネルギー勾配となる。 

hl = f


ୢ
 

୴మ

ଶｇ
  (2-12)     

ただし、d：管の直径 

 f：摩擦損失係数 

 l：流下距離 

流れ方向への一様な円形管路を想定するとき、管路のどこでエネルギー損失が生じるか

は、難しい問題である。完全流体ではエネルギーの損失は生じることはなく、ニュートン流

体（粘性流体）の場合には粘性の効果で熱エネルギーに転換することにより機械的なトータ

ルエネルギーの損失が生じる。機械的エネルギーは、運動のエネルギー、位置のエネルギー

と圧力のエネルギーの和となるが、断面が一様な管路においては、流れ方向への流速変動は

ないので、速度にかかわる運動のエネルギーの変化はせず、位置のエネルギーか圧力のエネ

ルギーの変化として表示される。さらに水平な管路系を考えれば、位置のエネルギーも一定

になるので、エネルギーの損失分は図 2-2 に示されるように圧力のエネルギー変化として

表される。 

     
   図 2-2 水平に置かれた一様断面の管路系における損失エネルギーの表示 

しかし式(2-12)に示した関係は、損失エネルギーを運動のエネルギーの関数として表した

ものともいえるが、エネルギー損失は流れる流体と固体壁との間の摩擦損失（粘性による損

失）であるので、運動のエネルギーとの関係で評価されることは、適切な表現方法となる。

従って、摩擦損失係数 f は管路表面に作用する壁面剪断応力（τ0）を定める流れの条件（層

流か乱流か）、管路表面の状態（滑らかな表面化粗い表面か）によって異なる表示を取るこ

とになる。摩擦損失水頭、壁面剪断応力、の関係は式(2-13-1)、(2-13-2)として示される。 

τ0 = ρｇR
 


    (2-13-1) 
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     hl = 

ρ
 

୪

ୖ
 τ0     (2-13-2) 

・管路の乱流に対する摩擦損失係数：f = 0.3164Re-1/4 （ブラシウスの実験式（Re<105）） 

 ・管路の乱流における摩擦損失係数は管壁の滑らかさ（粗さ）、流速分布の仮定、によっ

ても影響される。ここでは、f を求める具体的な関係式については省略するが、水理学の教

科書を参考にされたい。( 例えば、林泰造「基礎水理学」鹿島出版（1996）) 

 このように、管路におけるエネルギー損失は、原理的には流れの中に形成される速度勾配

に比例する粘性によるエネルギー消散に起因するが、乱流の条件においては、平均流の速度

勾配は固体壁付近の粘性底層において最も大きくなり、管路中心付近では平均流の速度勾

配は乱流渦の影響により次第に小さくなり、エネルギー消散は相対的に小さくなる。しかし、

遅い速度と早い速度の混合の過程ではレイノズル応力として評価される剪断応力の効果に

より、当然にエネルギー消散は生じることになる。このような乱流中でのエネルギー消散は

管壁からの距離（ｙ）の関数として、ロッタ―（J.C.ロッタ著（大路通雄訳）「乱流」（岩波

書店、1975、p.146））によって、式(2-14)のように表される。ｙを管中心付近まで拡張して

評価すれば、式(2-15)として求められる。 

    ε= U*
3/κy   (2-14)  （κ：カルマン定数（0.4 とされる）、y：壁からの距離） 

    ε0 = 2 U*
3/κd   (2-15)（ε0：円形管内中心線付近でのエネルギー消散（以下に 

おいては円形管路でのエネルギー消散の代表値として 

扱う）、d：円形管の直径） 

ただし、  U* = ඨ
τ

ρ
  （U*：摩擦速度）とする。 

以上のように拡張されたベルヌーイの定理に基づく管路でのエネルギー損失の表示は、

水理学の教科書においては標準的な表示となるが、攪拌槽の中の混合に伴う流れの状態を

表現するためには必ずしも適切ではない。それは、流線の存在を仮定しやすい管路の流れや

開水路の流れと攪拌槽の中の流れは現象が異なるからである。しかし、粘性流体（ニュート

ン流体）の運動により攪拌され物質は混合し、分散化されたり、集塊したりすることになっ

ている。従って流体の運動を扱う基本原理は、流体力学の基本から外れるものではなく、粘

性流体の運動方程式である、ナビエ＝ストークスの運動方程式を基本とし、攪拌によるエネ

ルギーの投入と攪拌槽の中でのエネルギー消散の関係を考えることが必要となる。 

水処理のプロセスの中では、攪拌が必要な反応槽は浄水プロセスの中での凝集剤の混合

と凝集フロックの形成過程や下水等の生物処理装置での酸素の供給と活性汚泥等の微生物

と下水の接触を保つための混合が必要となる。この混合の強さを定量的に評価する方法に

ついて理論的な説明を加えることにする。この方法は、【参考１】において示したようなオ

イラーの運動方程式に代わって、ナビエ＝ストークスの運動方程式をベースとしてエネル

ギー消散を推定する関係式を求めるものである。そのプロセスは、次の【参考２】のプロセ
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スとして示される。 

  

1.4 ナビエ＝ストークスの運動方程式から求めるエネルギー損失の表示 

 ニュートン流体（粘性流体）を対象とする流れの運動の解析においては、粘性応力に伴う

摩擦損失（熱として消散してしまう損失）の大きさを評価することが求められる。すでに式

(2-11)、(2-12)に示したように、管路におけるエネルギーの損失分は hl として評価される。

ここでは、ナビエ＝ストークスの運動方程式から求められるエネルギー損失分の評価方法

を確認して、攪拌槽などでのエネルギー損失あるいは攪拌の強度の表示方法を解説する。そ

の主要な算出プロセスは次の【参考２】として示される。 

【参考２】ナビエ＝ストークスの運動方程式からのエネルギー関係式の誘導 

 ナビエ＝ストークスの運動方程式における粘性応力に示される、エネルギー消散は次の

資料のように説明される。 

 
上記資料の中に表記される、式(2-14)、(3-1)は下記のように示される。 

 

【資料 1】（藤本武助「流体力学」養賢堂、昭和 37 年）の p.236、237 及び 232、234 の一
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部をコピーしている。 

 

 上に参照した【資料 1】では、ニュートン流体におけるナビエ＝ストークスの運動方程式

を求める過程に戻り、微小直方体（2 次元化している）が各面に作用する垂直応力と剪断応

力に抗して流速(u,v)で進むときにこの微小部分が単位時間になした仕事の中で、この微小

部分の加速に使われた以外のエネルギーが摩擦による熱エネルギーへの転換分となるとし

て、摩擦損失エネルギーとして評価される。 

 資料 1 における説明について若干の解説をすれば、式(4.1)は 4.1 図の微小部分が流体の

運動からなされた全仕事量を示しているが、そのうち星印を付けた関係からは、右辺の項は

左辺の加速度項分を示しているので、加速度として運動エネルギーとして残ることになり、

エネルギー損失からは除かなければならない。式(4.1)から星印の式の右辺にかかわる仕事

量を引いた残りが、粘性応力による実質の摩擦損失として評価されることにより、式(4.2)

がその実質の摩擦損失に相当することになる。式(4.2)に式(2.14)を代入すれば、式(4.3)が

得られる。この関係を 3 次元に拡張すると、p.237 の最後に星印２つを付けた関係式が求め

られる。実質の単位質量当たりの摩擦損失をεと表わすなら、εは式(2-16)として微小流体

の内部に形成される速度勾配に起因するエネルギー消散として説明されることになる。 

ε = μ {2( 𝜕 ௨

𝜕௫
)2 + 2( 𝜕 ௩

𝜕௬
)2 + 2( 𝜕 ௪

𝜕௭
)2 + ൬

𝜕 ௪

𝜕௬
+

𝜕 ௩

𝜕
൰ 2 + ൬

𝜕 ௨

𝜕
+

𝜕 ௪

𝜕୶
൰ 2 + ൬

𝜕 ௩

𝜕୶
+

𝜕 ௨

𝜕୷
൰ 2}    

(2-16)  （式中 (  )2 は(  )の２乗を意味している） 

  

 ここで、注意しなければならない点は、1.3 節で求めた管路等における式(2-12)に示した

エネルギー損失の表示と式(2-16)に示したエネルギー損失の関係にある。管路等におけるエ

ネルギー損失は、主として固体壁となる管路の表面付近において最大のエネルギー損失が

生じる現象を想定しているが、式(2-16)に示されるエネルギー損失は空間的な広がりの大き

な領域でのエネルギー損失を評価していることになる。しかし、管壁から生じたエネルギー

損失は、管路全体でのエネルギー損失として評価され、攪拌槽等におけるエネルギー損失も

攪拌容器の壁面及び攪拌装置のパドルの翼面に生じる速度勾配が、最終的には攪拌槽全体

でのエネルギー損失となるので、攪拌の場における平均的なエネルギー損失は局所的な速

度勾配の装置全体での平均的（代表的）な速度勾配となる。いかに適切に平均的なエネルギ

ー消散を定量的に求めるかが課題である。 

 

1.5 水処理装置における攪拌強度の評価指標としての G 値の意味 

 式(2-13)はニュートン流体の管路等における運動に伴う熱エネルギーへの転換分を示し

ており、その転換分は基本的に流体運動の中に生じる速度勾配に起因することを示してい

る。このように考えると、管路の中の流れも、攪拌槽の中の流れも、基本的には局所的な速

度勾配がエネルギー消散の原因であり、消散されたエネルギーは流れの場における平均的
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な速度勾配の関数として評価されることが分かる。 

 水処理プロセスの中に現われる攪拌混合のプロセスには各種の攪拌装置が考案されてい

る。もちろん用途や目的にもよるが混合の強度は、消散されるエネルギーをベースとした総

括的な速度勾配として評価することが適切な方法となる。この総括的な速度勾配は式(2-17)

として評価され、水処理分野では G 値と呼ばれることになる。 

   G =ට
ఌ

ఓ
  = dU/dy        (2-17) 

ここで、G：G 値、総括的な速度勾配（dU/dy：総括的な速度勾配） 

    ε：装置内で単位体積当たりに消散されるエネルギー 

    ε= P/V  (ただし、P：攪拌に必要となる動力、V:攪拌槽の容積) 

また、攪拌時間との積として攪拌混合の条件をコントロールする指標として、G・t 値が使

われる。 

   G・t = G×t （t：攪拌時間あるいは攪拌槽内の滞留時間） 

なお、攪拌に必要な動力の大きさは、攪拌装置の機械的なエネルギー特性にも依存するので、

攪拌槽の中での現実の流動状態と消費される電力量との関係は総合的な装置特性に依存す

る。式(2-17)として求めた G 値は【参考 2】に示した理論的な背景を持つが、攪拌槽に投入

される全電力消費として現れる P の値は、攪拌パドルの形状、攪拌槽の形状など個別装置

で異なることになり、いわゆる省エネ性能等を比較する場合には基準値の取り方など課題

が多いことになる。 

このとき、凝集フロックに働く粘性応力に相当する応力は式(2-18)のように示される。 

   τ = μ×G          (2-18) 

ただし、粘性応力が文字通りの粘性の働きを表しているのは流れの場が層流の場合であっ

て、乱流の場合には、G 値として評価されるエネルギー消散には、遅い速度と早い速度の間

の運動量の交換に起因するレイノズル応力として評価される剪断応力の効果も加味された

ものとなる。従って、攪拌槽の内部でのＧ値は総括的な性格を持つ特性値となる。 

 

2．フロックに作用する力の評価と強度の推定 

2.1 フロック強度推定の理論的背景 

 フロックに作用する力の推定については、すでに『Ⅳ 水理学の基礎としてのナビエ＝ス

トークスの運動方程式の誘導とフロック状粒子に作用する力の解析（流体力学・水理学の基

礎（Ⅰ）後半（2020.12.20））』において示してきたところである。それは、微小流体に働く

力を評価し、定量的に求める方法であった。本稿おいては、前節において説明した損失エネ

ルギーと速度勾配の関係及び速度勾配と粘性応力の関係を前提として、流体の流動条件が

フロックに作用する具体的な応力（フロックの示す強度）についての実験結果を解説する。

この実験においては、円形管の中での流れによるフロックの破壊過程を実験的に調べるこ

とで、フロック強度を推定した結果である。 
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 なお、実験の内容、結果については著者等がアメリカ土木学会（ASCE）論文集に発表し

た内容を紹介するものである。図、表が英語になっているのはそのためである。ここに紹介

するフロック強度を定量的に求める方法は、円形管路の内部に発生する乱流状態を想定し、

その乱流中において、フロックの破壊が生じることを想定して、円形管路の流れの中で破壊

され残ったフロック径を測定し、そのフロックの強度を推定するものとなっている。 

具体的には、式(2-15)によってε0 を求め、すでに『Ⅳ 水理学の基礎（以下略）』におい

て示した関係式から、フロックに働く強度を求めている。また、フロック強度を求める方法

として提起されている Parker 等の理論（「Floc Breakup in Turbulent Flocculation Processes」 

Parker, D.S., Kaufman, W.J., Jenkins, D., pp.79-99, SA1 ASCE, 1972) との比較を行い、

フロック強度とフロックの沈降速度の現実性を評価しているものである。 

  

2.2 Parker 等の理論の簡単な紹介 

 Parker 等は、下に引用する論文の式(1)に示す固形粒子と流体の密度が異なる場合に現わ

れる粒子と流体の相対的な関係を求め、粒子に働く摩擦応力を求めている。この方法の優れ

た特徴は、流体中での粒子と流体の相対的な速度差を直接求めているところにある。しかし、

問題は粒子の密度と流体の密度の差が小さくなっていくときには、相対的な速度が小さく

なってしまう点にある。 

 粒子と流体の違いがどのような内容を持つのかにより、その影響が異なることが想定さ

れ、著者は密度とともに変形の仕方の差による効果の定量化について検討してきた。その結

果は、「Ⅳ 水理学の基礎（以下略）」の後半において土木学会論文集に発表した論文におい

て、固形物と流体の差を変形の仕方の差として認識する方法を提案している。 

 本節においては、Parker 等の密度差に起因する応力（τy
’）と変形の仕方に起因する応力

(τy)との比較と、フロック粒子への適合性をフロック粒子に想定される沈降速度の大きさ

で評価する関係を示すことにする。フロック密度を 1.1mg/cm3 とする範囲においては、著

者の主張する変形の仕方の差に起因する相対的な関係の方が適切な沈降速度を与える関係

となる。 

 以下においては、そのような実験結果について解説していく。実験のポイントは、➀円形

管内の流速をホットフィルム流速計で直接測定し、乱流強度と流速分布を確認しているこ

と、②フロック径を直接測定していること、③フロックに作用する力の大きさを直接求め、

強度を推定するアプローチをしていること、④強度のオーダーはフロックの沈降速度から

推定される強度を説明する精度を持つこと、の４点にある。フロックの強度を直接論ずる方

法を示すことが可能となってことを示している。 

 また、下記に引用する論文は著者等が ASCE に発表した論文から引用している。今回の

論旨に必要な部分を引用しているので、全体については、本論文を参照されたい。 
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2.3 実験の紹介 

2.3.1 実験装置の概要 

フロック強度を実験的に求めるために、FIG. 1 のような管路系からなる装置を考えて、

管路の中の流れによる力を受けて、フロックがその強度にしたがって残存するフロック径

が決まると仮定している。管路系にかかわる損失水頭から求めた管路内において流体から
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働く力を推定し、フロック径の大きさを測定することで、フロックの強度を推定しようとす

る実験である。管路の直径は 1.10cm、⾧さは 122.5cm である。 

  
 

2.3.2 実験条件の概要（凝集剤の量の影響と補助剤の添加条件） 

 フロック形成条件（フロック強度）の変化を確認するために凝集剤の添加量と補助剤の効

果を検討するために、次表に示す条件を設定している。 

 

なお、凝集反応槽での攪拌条件はすべての実験条件で同一としている。 

 

2.3.3 Parker 等の方法と著者等の方法の比較 

 すでに引用している ASCE 論文に示される式（３）（Parker 等の想定するフロック強度の

推定式）と著者等が提案するフロックの強度式（下記引用資料中の式(23)）から求められる

フロック強度は、下記 TABLE 15 に示されるように求められる。Parker 等の式においては、

粒子の密度を推定する必要があるが、ここでは、極端な値にはなっているが、ρ＝1.1 また

は 2.0g/cm3 を想定して求めている。これは、フロックの強度を大きめに見積もることとな

ることは注意しなければならない。 

 一方著者等の方法は、すでに前稿「Ⅳ」において示した、変形の仕方の差に基づく相対的
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な運動を考えたフロックへ働く応力を評価する方法となる。ここでは、一様等方性の乱流条

件下でかつ粘性領域として扱える領域を想定した、剪断応力を評価する式(23)によって定め

られる応力をフロックの強度として求めるものである。結果は、TABLE 15 に示される。 

 
 

１）Parker 等の方法と著者等の方法との比較結果例（TABLE 15） 

 
 なお、TABLE 15 に示されている結果は過去に Argaman 等が発表したフロック径と G 値

の結果を参考にして求めているものである。同表(2)欄には著者等の求めた数値が、同じく

(3)、(4)欄には Parker 等の方法による数値が示されている。結果としては、(5)、(6)欄と(7)
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欄比べることになるが、(7)欄に示した著者等の求めた数値の方がはるかに大きな強度を示

すものとなる。特に仮定されているフロック密度の大きさを考慮すれば、(6)欄の数値は現

実ではないことは明らかである。次に、いずれの強度がより現実的であるかを確認するため

に、フロック強度が耐えうる沈降速度を求め、その速度のオーダーにより、より現実的に存

在しうる強度となるかを比較することが検討すべき課題となる。また、凝集助剤としてアル

ギン酸の添加は強いフロック形成に効果が大きいことが明らかであり、沈降速度も大きく

なっていることが分かる。 

 

２）Parker 等の方法と著者等の方法によるフロック強度が耐えうる沈降速度の比較を

TABLE 16 に示す。 

 
 結果としては TABLE 16 の(3)と(4)欄及び、(7)と(8)欄の比較を行うことになる。ここに

示されるように、通常のフロック粒子の沈降速度に近いものは、(4)、(8)欄に示される沈降

速度であり、その意味では、著者等の提示するフロック強度の求め方の方が妥当性を持つこ

とが示される。 

 

2.3.4 フロック強度の表示方法への提案 

 固体粒子が流体から受ける応力に対応できる個体粒子の強度は、基本的には粒子に働く

応力によって評価される。ただし、個体粒子がさらに小さい粒子群によって構成される時に

は、その粒子の強度は、小さい粒子群が構成する粒子の外周領域に形成される一種のシェル
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構造が強度を決定するメカニズムが想定される。このシェル構造はあたかも粒子の内部構

造とは関係なく外側に形成される卵の殻のような存在として、個体粒子の強度を規定する

構造となると考えることになる。このシェル構造の強度は、仮想される界面力となり、式(2-

19)において、S として評価されることになる。 

  S = τy d       (2-19) 

  S：フロックの仮想界面力（dyne/cm） 

τy ：フロックの剪断応力 (dyne/cm2） 

  d ：フロックの直径 (cm) 

 ここに求めたフロックの仮想界面力を凝集条件に対してプロットした結果は FIG. 7 に示

される。この図の関係により、残留濁度の結果による適正凝集剤の添加量とフロック強度の

強い凝集条件となる添加量は異なることが推定される。このことは、沈降分離に適している

凝集条件と強度が強く濾過のプロセス等に対して耐久力を持つフロックの凝集条件は異な

ることを示すものであり、最適凝集条件を定める基準についての検討が改めて必要となる

ことが指摘される。強度の強いフロックのためには相対的には凝集剤の量が少ない方が良

い条件であることは注目されるところである。 

 
 なお、参考のために、仮想界面力ではなくて凝集条件に対応するτy の値（大きい値の４

個の平均値）を記せば、凝集剤の少ない方からの順で、1.24、1.25、1.23、1.26、1.22(dyne/cm )

となっており、剪断応力で評価したフロック強度は凝集条件によらずほぼ等しい強度を示

すものとなっている。凝集剤の効果がフロック強度に具体的にどのように影響を与えるも

のかは必ずしも明解ではないが、仮想界面力としての評価方法は十分意味のあるフロック

強度の評価方法といえると考えられる。 
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３．総括 

 本稿では、前稿「Ⅳ 水理学の基礎としてのナビエ＝ストークスの運動方程式の誘導とフ

ロック状粒子に作用する力の解析（流体力学・水理学の基礎（Ⅰ）（2020.12.20））」に引き

続き、流体運動の記述におけるエネルギー損失の意味を再確認するとともに、そのエネルギ

ー損失が、流体中に浮遊する粒子に作用する力を評価するものであることを示している。 

そして、エネルギー損失は円形管路流や攪拌槽において局所的に形成される速度勾配の

関数として評価されるものであり、式(2-17)のように G 値として定められることになる。

このようにして G 値が定められるとき、フロック強度は本稿ｐ14 に示される式(23)～(27)

に示されるようにいくつかの流れの条件に対応して定められる。またその応力は仮想的な

界面力として評価することにより、フロックの凝集効果等を評価する強度の指標として実

用上の指標となるものであることがわかる。 

なお、本稿２章は著者の ASCE への論文での主要な論点を紹介するものとなっている。

細部については本論文を参照して頂きたいが、この論文には２名の研究者からの討議論文

が出ており、これらの討議論文への回答を行う総括論文を発表している。この２つの討議論

文に触発されて、総括論文では新しい発展もされている。本稿 TABLE 16 に示した沈降速

度の検討は総括論文において示したものである。討議論文の著者の一人は、Parker 氏であ

り、討議のお陰でさらに進歩した議論ができたと感謝している。率直な議論は科学の進歩に

は不可欠なものであることを改めて確認するものである。 
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